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Рассмотрены задачи анализа устойчивости по Якоби, а также восстановления сво-
бодных параметров динамической системы Лоренца по косвенной, приближенно за-
данной информации. В контексте теории Косамби — Картана — Черна введено 
геометрическое описание эволюции системы во времени и определены пять геомет-
рических инвариантов. Собственные значения второго инварианта (тензора кри-
визны отклонения) дают оценку устойчивости системы по Якоби. Подобное иссле-
дование представляет интерес в приложениях, где требуется установить области, 
в которых имеют место одновременно устойчивость по Ляпунову и устойчивость 
по Якоби. Сформулирована обратная задача восстановления параметров системы 
по заданным приближенно собственным значениям второго инварианта. Решение 
регуляризованной обратной задачи определено с использованием оптимизационного 
подхода. Скалярные критериальные функции предполагаются непрерывными, мно-
гомерными, многоэкстремальными, локально липшицевыми, не обязательно всюду 
дифференцируемыми. При поиске глобальных решений применен новый гибридный 
алгоритм, интегрирующий стохастический алгоритм сканирования пространства 
переменных и детерминированный метод локальной минимизации. В фазе локально-
го поиска введены двухпараметрические сглаживающие аппроксимации критериаль-
ных функций. Приведен численный пример восстановления параметров системы  
Лоренца. 
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Введение. Исследования устойчивости динамических систем  

в общем случае могут включать в себя применение теории Косамби — 
Картана — Черна (теории ККЧ) [1, 2]. При этом реализуется дифферен-
циально-геометрический подход к вариационным дифференциальным 
уравнениям, описывающим отклонение целой траектории системы от 
ближайших траекторий. При геометрическом описании, вводимом тео-
рией ККЧ, могут быть определены пять геометрических инвариантов 
системы. Второй инвариант (называемый тензором кривизны отклоне-
ния) дает оценку устойчивости системы по Якоби: соответствующий 
критерий устойчивости формулируется с использованием собственных 
значений указанного инварианта. Анализ устойчивости по Якоби связан 
с изучением робастности динамической системы как меры нечувстви-
тельности и адаптации к изменению параметров как собственно систе-
мы, так и окружающей среды [3]. Применение теории ККЧ актуально  
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в практических приложениях, где требуется определить области, в ко-
торых имеют место одновременно устойчивость по Ляпунову и устой-
чивость по Якоби. 

Пусть для нелинейной динамической системы с заданной струк-
турой определен тензор кривизны отклонения. Предполагается, что 
собственные значения указанного тензора не только дают оценку 
устойчивости системы по Якоби (в соответствии с теорией ККЧ), но 
также несут и содержательную информацию о самой системе. Неко-
торые обратные задачи на собственные значения тензоров представ-
лены в работе [4]. Далее рассматривается постановка задачи, в кото-
рой требуется определить существенные характеристики системы по 
заданным собственным значениям ее тензора кривизны отклонения. 
Необходимые входные данные задачи могут быть получены из экс-
перимента посредством прямых измерений с последующей компью-
терной обработкой. Искомыми являются, например, физические  
и геометрические характеристики системы и окружающей среды, ха-
рактеристики управления и др. Формулируется обратная задача вос-
становления существенных параметров исследуемой динамической 
системы по косвенной информации, представленной конечным мно-
жеством собственных значений тензора кривизны отклонения. Обрат-
ные задачи восстановления параметров систем относятся к классу не-
корректно поставленных задач, при решении которых требуется 
применение специальных регуляризирующих методов [5].  

Одним из основных подходов к решению обратных задач является 
оптимизационный, связанный с минимизацией некоторой критериаль-
ной функции. В приложениях необходимо также учитывать неполноту 
входной косвенной информации, зашумленность измеряемых данных, 
возможное наличие кратных собственных значений и др. [6, 7]. Ввиду 
естественной ограниченности энергии изменений в системе вводится 
предположение о том, что отношения приращений критериальных 
функций к приращениям аргументов не превышают некоторого порога, 
характеризуемого константой Липшица [8]. В общем случае критери-
альные функции обратных задач являются непрерывными, многомер-
ными, локально липшицевыми, многоэкстремальными, не обязательно 
всюду дифференцируемыми. Следовательно, для решения обратных 
задач восстановления параметров системы требуется применение алго-
ритмов глобальной недифференцируемой оптимизации [9]. В целом, 
рассматриваемый далее подход основан на разработке и применении 
математических моделей систем, методов определения геометрических 
структур и анализа устойчивости систем по Якоби на основе теории 
ККЧ, методов теории обратных задач, методов глобальной оптимизации. 

Геометрические инварианты системы и ее устойчивость по 
Якоби. Краткий обзор теории ККЧ дан в работах [1, 2]. Уравнения 
движения n -мерной системы (нелинейные в общем случае) могут 
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быть получены с использованием уравнений Эйлера — Лагранжа  
и представлены в виде [2] 

2 ( , , ) 0  i i j jx G x x t , 1, 2, ..., ,i n                            (1) 

где локальная система координат ( , , ),   1,  2,  ... ,  ,i ix x t i n  введена  
на открытом связном подмножестве   евклидова (2 1)n -мерного 

пространства 1R R R ; n n  1 2( , ,  ... , ),i nx x x x  / ,i ix dx dt  ix  
2 2/ id x dt  (t  — время); каждая функция ( , , )i i iG x x t  имеет класс 

гладкости C  в окрестности некоторых начальных условий 

0 0 0(( ) , ( ) , )x x t  на  . В рамках подхода могут быть определены пять 
геометрических инвариантов системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений второго порядка (1).  
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где локальные коэффициенты нелинейной связности определены как 
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 и тогда при  i iy  получается первый ККЧ-инвариант i : 
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Варьирование траекторий ( )ix t  уравнений (1) относительно  
ближайших траекторий приводит к уравнениям в ковариантной фор-
ме [1, 2]: 
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Здесь i  — контравариантное векторное поле, определенное на ;  
i
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